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PREFACE

Les Cahiers d’Analyse math Spé, en nombre de quatre consti-
tuent un cours d’Analyse pour les classes préparatoires de
mathématiques spéciales MP, PC, PSI, PT. Ils ont pour ob-
jectif de fournir a ’étudiant un outil a la fois personnel, complet et
pratique, d’ou l'appellation cahiers pour signifier le caractére sco-
laire du manuel. Les exemples multiples suivis de beaucoup d’exer-
cices et des problémes tous corrigés d’une maniére détaillée afin
permettre de maitriser avec le moindre effort les différentes notions
du programme et de les retrouver rapidement, au besoin, bénéfi-
ciant des outils de référence clairs : une table de matiére dé-
taillée, un index propre pour chaque cahier et aussi les ré-
férences croisées bien précises entre les différentes notions
du cours : théorémes, définitions, exemples et exercices.

Les théorémes importants colorés en rouge, dont le nombre
total est autour d’une centaine sur tout le programme, sont d’'un
usage fréquent dans la résolution des problémes et doivent souvent
étre mentionnés explicitement lors de leur application ou du moins
implicitement, en précisant correctement les hypothéses qui menent
a la conclusion souhaitée.

Les autres théorémes, les propositions et les corollaires ne
doivent pas étre interprétés comme étant de moindre importance,
mais leur mémorisation est, & priori, acquise implicitement par la
fréquence d’utilisation et la multiplicité des exemples et des exer-
cices a l'initiative de l’étudiant lui méme et suivant ses propres
disponibilités, que ce soit a partir des exercices de ce cours, ou en
classe ou d’ailleurs, au point qu’il serait superflu de les mentionner
explicitement lors de leur application dans la résolution des pro-
blémes.

Parmi les exercices corrigés, on trouve un certain nombre qui
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sont élémentaires, intitulés exercices de cours. Ils ont pour ob-
jectif de permettre aux étudiants des différentes filiéres une bonne
assimilation du cours. Ils sont suivis d’une série d’exercices sup-
plémentaires d’un intérét et d’un niveau de difficulté variés.

La plupart des problémes qui suivent, quoique souvent élé-
mentaires et relativement courts dans les premiers chapitres, mais
de plus en plus nombreux et consistants dans les chapitres d’apres,
visent un apprentissage progressif avec les difficultés mathématiques
et constituent des sujets de synthése dans le style de ceux des
concours d’entrée aux grandes écoles, plus axés vers le programme
d’analyse, mais faisant souvent appel & des outils d’algebre, dont
on rappelle au besoin les résultats nécessaires.

L’ensemble de ces cours, exercices et problemes constitue en lui
méme une synthése du travail d’enseignement pendant de longues
années dans les classes préparatoires a 'IPEIN depuis 1986 jusqu’a
I’année 2012.

Les cahiers sont répartis comme suit :

Cahier N°1 : Espaces Vectoriels Normés, qui constitue
I’objet des deux chapitres qui suivent ce préambule.

Cahier N°2 : Suites et Séries.

Cahier N°3 : Fonctions d’une Variable Réelle, Dériva-
tion, Intégration.

Cahier N°4 : Séries Entiéres, Séries de Fourier, Equa-
tions Différentielles.

Je remercie I'’Edition Edilivre et toutes les personnes, qui au
cours des différentes correspondances, notamment Madame Eglan-
tine Cérede, pour toute leur disponibilité cordiale, qui a permis la
diffusion de ce manuscrit a partir du format pdf.

J’ai essayé¢ de prendre tout mon temps pour lire et relire ce
premier cahier, j’espére n’avoir laissé échapper aucune erreur de
n’importe quel genre que ce soit pour ce premier tirage. Je serais
donc trés reconnaissant envers toute personne qui formulerait des

critiques constructives ou des suggestions.
Abdelmajid Siai



Chapitre 1

Normes, distances, suites

Pour toute la suite de ce cours, K désigne le corps des nombres
réels R ou celui des nombres complexes C et E désigne un espace
vectoriel sur K. Sauf mention contraire, tous les ensembles considé-
rés sont supposés non vides.

1.1 Normes

1.1.1 Généralités

Définition 1.1

On appelle norme dans E, toute application N : E — R,
qui vérifie :

(n,) : N(z) =0& 2 =0g,Vz € E.

(ny) : N(A.x) = [N\ N(z),VA e K,Vz € E.

(ny) : N(z+y) < N(z) + N(y),Vz,y € E.

Le couple (E, N) est appelé espace vectoriel normé réel ou complexe
suivant que K = R ou C, (n,) est appelé axiome de séparation,
une application qui vérifie (ng) est dite positivement homogene,
I'inégalité (n;) est appelée inégalité triangulaire.

Exemples 1.1 Normes usuelles dans R et C

1/ Dans R : Pour = € R, on note |z| = max{x, —x}, l'applica-
tion valeur absolue = +— |z| est une norme dans R.

7
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En effet, (n;) et (ny) sont immédiates, il suffit d’établir (n,).
On a:Vz,y € R,

lz+y? = (z+y)’ =2+ + 20y < |z + |y|? +2]z] |yl
= (2| + Jy))*.

D’ou : |z +y| < [z] + |y|.

2/ Dans C, Papplication module : z = z+iy — |z| = /22 + y?
est une norme dans C.

En effet, (n;) et (ny) sont immédiates, montrons (n,), c’est a
dire

V2,2 € C,z=a+1iy, 2 =2 +iy, |2+ 2| < |z| + ||,

ou encore

Ve + o+ @ty < VT + VRt g

Or, ceci est équivalent a :

@+ 4+ (y+y) <a?+y? + 2%+ y? + 202 222 + g2,

ou encore :

za’ +yy < Va2 a4y,

or cette derniére résulte de I'inégalité de Cauchy-Schwarz relative
au produit scalaire usuel dans R? :

o’ +yy| < Va2 4y +y”,
voir : Théoréeme 1.1, page 14.

Exemples 1.2 Normes N; et N dans R?

On connait déja la norme euclidienne usuelle dans R? définie
par : Vo = (z1,79) € R%, Ny (x) = \/2? + 22, on peut munir R? de
plusieurs autres normes dont les plus usuelles sont N; et N.

Vo = (21, 79) € R? Ny(2) = |21]|+|72] et N (x) = max {|a1], 72|} .

Il est facile de prouver que Nl est une norme dans R2 montrons
)
que Noo est une norme dans R2.



1.1 Normes

(n,): Ona
Vo = (z1,72) € R, max {|z1],|22]} = 0 & (21,22) = (0,0).
(n,) : Montrons que
VYA € R,Vx = (71, 75) € R?, on a Nyo(A\.7) = || Noo ().

Or :
Aa| = [Alas] < [A|max {|z1] , 22|}, i = 1,2

donc
max {|Az1], [Az2|} < [Amax {|z1], |22},

c’est-a-dire : No(A.x) < || Noo(2).
Pour Iinégalité inverse, si A = 0, on a égalité dans (ny).
Si A #£ 0, d’aprés ce qui précéde, on a :

1
X)\l'g

Y

A

max {|z1|, |z2|} = maxﬂ—)\xl

< ‘ \max{w,w}

>

donc
[Amax {|z1], |zo|} < max {[Az1], [Az2]},

c’est-a-dire |A\| Noo(2) < Noo(A.).
(n;) : Montrons que

Neo (7 +3) < Ny (z) + N (v), ¥ (2, y) € R? x R?.
Siz = (z1,22) et y = (y1,42), on a

[rr ol < o] 4[] < max{fan], |2o|} + max{[y], [v2|}

= Ny () + Ny (y) .

De méme
|22 4+ 92| < Noo () + Noo (¥)

d’ou :

Noo (x +y) = max {|z1 + y1] , [r2 + ¥2|} < Noo (z) + Nuo (y) -
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Exercice 1.1 Diresi les applications suivantes constituent des normes
dans R2.

foy) = lz+yl, g(oy) = 22|+ |yl) =[x +yl, hiz,y) =
=+ yl + |z —yl.

Exemples 1.3 Normes N; et N, dans R", n € N*, n > 2:

Pour un vecteur quelconque z = (z1,..,2,) € R", en plus de
1

n 2
la norme euclidienne Ny(x) = <Zx3> qu’on introduit dans (1.4),
i=1

page 17, la méme démonstration s’applique pour prouver que les
deux applications N; et N, définies comme suit :

1<i<n

N (z) = Z |25 et Ny () = max |z;| (1.1)

sont des normes dans R”.

Notations 1.1 Dans la pratique, la notation la plus utilisée pour la
norme d’un vecteur x de F est ||z|| plutdot que N(x). Les propriétés
précédentes s’écrivent lors,

(n)) : ||z]| =0 2 =0p,Vz € E.
(ny) : |[Az|| = A ||=]| , YA € K,V € E.
() : [l +yll < lzll + llyll, Ve, y € E.

On déduit de (n;) I'inégalité qui suit :

(n3) : [llzl| = llylll < ll= = yl, Yo,y € E.

En effet,
2l = llz =y +yll < llz—yll + [yl

d’ou
]| = Nyl < llz =yl
On obtient de méme
= ([l = lyll) = llyll = llzll < ly =zl = ||z — yl|-
D’ou

[zl = lyll] = max {[lz]| = llyll, = U=l = lylD)} < [l =yl
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Exemples 1.4 Normes sur 'espace M,,(R) des matrices carrées

d’ordre n € N* :
Soit A = (aij),<; j<, » ON NOte

o = (Oél, s Oy Oy 1y ey Qo vy Oén2)

avec a1 1 = a1, , A1 n = Qp, G421 = Qpyl, .., 020 = Q2p,..

An,1 = Qp2 _pily ooy Qnp = Qp2

Ceci revient a dénombrer les coefficients de la matrice A en la par-
courant ligne par ligne. Soit

oLl = [[La?]], ¢ (i) = k= (i,5) = (=) n+j,

¢ est une application de [|1,n]]* dans [|1,7n2]], il faut prouver qu’in-
versement, a chaque indice k € [|1,n?]], on lui associe un couple
unique (i, 7) € [|1,n|]%, donc que ¢ est bijective, comme [|1,n|]* et
[|1,n2|] sont deux ensembles finis de méme cardinal égal a n?, il
suffit de prouver que ¢ est injective. ¥ (4, 5) , (i, j') € [|1,n|]*, on a :

-/

p(i,j) =9, j) e (i-ntj=("—Dntj' & (i —i)n=j—j
Si ¢ > 7', par exemple, montrons que

-/

o, j)=p@, j)=i=1.

Sinoni—4 >1,0orj > j —j=(Gi—14)n >n,douj >n, ce qui
est impossible. Donc i =" et (i,7) = (¢, j').
Il en résulte que

;5 :(Xk,V(i,j) S [|17n|]27 k= (Z_l)n+] S [

1,n2|],

Ainsi M,,(R) s’identifie avec R™, on peut le munir des trois normes
classiques dans M,,(R), déduites de celles dans R”Z, pour tout A €
Mn(R), A= (aij), o = (Oél, .y Oén2> tel que CL,L'J = a(i—l)n+j

n n2
1Al = 32 lag| = > ow| = llal];,
2,5=1 k?:ll )
2 2 2
. 2 < 2 (1.3)
[All, = 22 la] > = (Z || ) = llall,
ij=1 k=1
[Allo = max |a;| = max [a|.

1<i,5<n 1<k<n2
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Exercice 1.2 Normes dans l’espace R[X] des polynémes a une
variable et a coefficients réels.

Si P e RX|, P=YaX* a. € R, Vk € {0,...,n}, on note

k=0
n

1Pl = 2 lax] et [Pl = max | Jax], montrer que [} fl et [} fl

sont des normes dans R[X].

1.1.2 Norme associée a un produit scalaire
Espace préhilbertien réel

Définition 1.2

Un produit scalaire ¢ dans un espace vectoriel E sur R est
une forme bilinéaire symétrique définie positive.
Autrement dit : ¢ est une application de £ x E dans R qui
vérifie pour touts z,y,z € Fet A,y € R :

(1) ¢(A\x + py, z) = Ap(x, 2) + pd(y, 2),

(2) o(z, Ay + pz) = Ap(z,y) + po(z, 2),

(3) ¢(z,y) = ¢(y,x), Yo,y € E.

(4) o(z, )>Oet¢(x a:)—0<:>x—()E

Exemples 1.5

1/ Le produit ordinaire dans R : (z,y) — xy est un produit
scalaire dans R.

2/ Le produit scalaire usuel dans R? est défini par :

T = (11,72) € R2ay = (v1,12) € RQ@-Q = 21Y1 + X2Y2.

Remarques 1.1 La définition précédente peut étre simplifiée en
remarquant ce qui suit :

1/ La propriété (2) résulte de (1) et (3) et pour établir (1), il
suffit de prouver ’égalité

oA\ +y,2) = Ap(z,2) + By, 2),Vr,y,2 € E,VA € R.
2/ D’apres (1), on a

#(0g,05) = ¢(0p + 05,05) = ¢(0g, 0p) + ¢(0g, Og),
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donc ¢(0g,0g) = 0, ainsi pour établir I’équivalence dans (4) dans

la définition précédente, il suffit de prouver I'implication :
Vee E:¢(x,x) =0= 2 =0g.
On a donc la proposition :

Proposition 1.1

vérifie :

(ii) ¢(z,y) = ¢(y, ), Va,y € E.
(iii) ¢(x,x) > 0,Vz € E et ¢(z,2) =0 = x = 0p.

Si E est un R-espace vectoriel, une application ¢ de £ x E
dans R est un produit scalaire dans E si et seulement si elle

(1) o(A\x +y,2) = Ad(x, 2) + o(y, 2),Vx,y,z € E,¥Y\ € R.

Définition 1.3

s'ils vérifient (z,y) = 0.

Un espace vectoriel réel £ muni d’un produit scalaire ( , )
est appelé espace préhilbertien réel. Si en plus E est de
dimension finie, on dit que E est un espace euclidien.
Deux vecteurs z,y dans E sont orthogonaux pour ( , ),

Espace préhilbertien complexe

Définition 1.4

(1) o(Ax + py, 2) = Ad(x, 2) + [ig(y, 2).

(2) oz, Ay + pz) = Ao(x,y) + po(x, 2).

(3) ¢(z,y) = ¢y, x), Vo,y € E.

(4) ¢o(x,z) >0et ¢p(x,2) =0« = =0p.

Une application ¢ qui vérifie (1) et (2) est dite anti-

rapport au deuxiéme, on dit que ¢ est une forme

(3), (4) est appelée forme hermitienne dans E ou
produit scalaire complexe dans F.

Soit. E/ un espace vectoriel sur C et ¢ une application de
E x F dans C telle que : Vz,y,z € E,V\, u € C, on a:

-linéaire par rapport au premier vecteur et linéaire par

sesquilinéaire. Une application ¢ qui vérifie (1), (2),
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Exemples 1.6

1/ L’application de C x C dans C: (z, 2’) —— ZZz’ est un produit
scalaire dans C.

2/ Le produit scalaire usuel dans C? est défini par :

V(z,2) = ((21,22), (2], 25)) € C* x C?, 2.2/ = Z12}| + 232

De méme que dans le cas réel, on peut établir facilement la propo-
sition :

Proposition 1.2

Si E est un C-espace vectoriel, une application ¢ de £ X E
dans C est un produit scalaire dans F si seulement si elle
vérifie :

(i) ¢\ +y,2) = Ao(x,2) + d(y, 2),Vr,y, 2 € E,VA € R.

(ii) ¢(x,y) = é(y, x), Va,y € E.
(iii) ¢(z,z) > 0,V € E et ¢(z,z) =0= x = 0p.

Définition 1.5

Un espace vectoriel sur C muni d’une forme hermitienne
¢ est appelé espace préhilbertien complexe. Si en plus F
est de dimension finie, alors E est appelé espace hermitien.

Inégalité de Cauchy Schwarz

Theoréme 1.1

Soit (E, (, )) un espace préhilbertien réel ou complexe,

alors 'application : © € E — ||z|| = /(x, z) vérifie :

1/ L’inégalité de Cauchy-Schwarz :

(@)l < Nzl Iyl 2.y € .

2/ L’inégalité triangulaire :

Iz +yll < llzll +llyll, Ve, y € E.

3/ L’application de £ dans R, : x — ||z|| est une norme
dans F, on dit que || || est la norme dans E associée

au produit scalaire ( , ).
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Démonstration.
A-Cas réel
1/ Vx,ye E,Vt e R, ona:

Itz +y|1* = (te +y, tx + y) = £ |l]|* + 2¢ (2, 9) + ly]|* > 0.
Si on note a = ||z||*, ' = (z,4), ¢ = ||y||*, alors on a
at? 4+ 2Vt + ¢ > 0, pour tout t € R.

Donc le discriminant réduit A’ = % — ac vérifie A’ < 0. D’ou :
2 211112 2
(z, )" = [l=[I" [lyll” <0, donc \/{z,y)" = [(z, y)| < [[z]| |yl

2/ Ona |z +y|” = ll=[I* + ylI* + 2 (z,9).
L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

2 2 2 2
lz +ylI” < {lzl” + Iyl + 2 [l -yl = (=] + [lyl)"

D’ou l'inégalité triangulaire ||z + y|| < ||z| + ||y
3/ Les axiomes (n,) et (n,) résultent des propriétés du produit
scalaire. En effet,

(n)):Vez e B, |z =0 ||z =0< (z,2) =0 & z = 0p.

(ny) : [Az]] = v (Aw, Ax) =/ X* (2, 2) = |A[ (@, 2) = [\l ]|2].

B-Cas complexe :
1/ On a (z,y) € C, donc si 6 = arg({x,y)) mod (27), alors

(z,y) = [(z,9)] e et (y,2) = (w,y) = |{z,y)| "
Pour tout £ € R, on a
||te“9x + yH2 = <tewx + vy, te'z + y>
= ) +te " (w,y) + te” (y,2) + [|y|*

=zl +te ™ [(z,y)| € + te” [(z,y)| e + |y
= |’ + 2t |{z,y)| + |y|I* >0, Vt € R.

2

Donc
2 2 2
A" = [{z,y)]” = [lzlI" ly]” < 0.
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2/ On a

lz+yl* = (z+ya+y)=llzl®+ lyl* + (2.y) + ()

I2]I* + lyll* + 2 Re (z,9) < [|=]|* + y|* + 2| (z, )|
2 2 2

< llel™+llgll™ + 20zl lyll = (el + i)™

3/ De méme que pour le cas réel (n,) et (n,) résultent encore
des propriétés du produit scalaire. m

Remarque 1.1 Les Exercices 1.24, page 44, et 1.25, page 44, donnent
la condition nécessaire et suffisante pour avoir les cas d’égalité pour
I'inégalité de Cauchy-Schwarz et pour 'inégalité triangulaire. Plus
précisément, on prouve que : V (z,y) € E?, si x # O, alors on a :

{z, )| = ||z]| - |lyl| & IN € K tel que : y = A.x

et
|z + vyl = ||z|| + |ly|| & 3IX € Ry tel que : y = A.z.

Définition 1.6

1/ Si (E,(, )) est un espace euclidien, alors la norme
associée est appelée norme euclidienne associée au

produit scalaire ( , ).

2/ Si (E,(, )) est un espace hermitien, alors la norme
associée est appelée norme hermitienne associée au
produit scalaire ( , ).

Exemples de norme associée a un produit scalaire

Exemples 1.7
1/ a) Norme euclidienne usuelle dans R?.
On rappelle le produit scalaire usuel dans R2.

Vo = (21,72),y = (y1,72) € RQ? .Y = 21Y1 + T2Y2.

et norme associée, dite norme euclidienne usuelle dans R2.

Vo = (z1,19) € R?, No(z) = ||z, = Voo = \/2? + 2.
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b) Autre exemple de norme euclidienne dans R2.

Vo = (l'l,.l’g) € R27y = (ylay2) € RQ: <$7y> =Ty + 25(]2y2.

Vo = (z1,15) € R N(2) = \/(z,2) = /22 + 223

On peut ainsi construire une infinité de normes euclidiennes, autres
que la norme euclidienne usuelle.

2/ Norme hermitienne usuelle dans C? : Au produit scalaire
usuel dans C?

/

z= (217'22) € 6272 = (21725) S (C27 <Z,Z/> = 2_121 +Z_2Zé7

on associe la norme :

= |lzll, = V/(2,2) =1/ |21| + |Z2 (21, 2) € C?

3/ Norme euclidienne usuelle dans R", n € N, n > 2 :
Le produit scalaire usuel dans R"™ et la norme euclidienne
usuelle dans R™ sont définis respectivement par :

x,y) = leyl et No(z) = ||z||, = (Za: ) ) (1.4)

pour z = (x1,..,2,) € R" et y = (y1, .., yn) € R™.

4/ Norme hermitienne usuelle dans C", n € N, n >2: On
définit de méme le produit scalaire hermitien usuel dans C"
et la norme hermitienne usuelle dans C" par :

o=

J) = msd et Nz<z>:||z|12=<2|zi12) L 1)

pour z = (21, ..,2,) € C" et 2/ = (2], ..,2},) € C".
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Famille orthogonale, famille orthonormale

Définition 1.7

Soit (E, ( , )) un espace préhilbertien réel ou complexe et

|| || la norme associée au produit scalaire ( , ). Soit I C N,

et F = (€;),c; une famille de vecteurs de £,( finie ou infinie).
1/ F est dite orthogonale si (e;,e;) =0, Vi, j € I, 1 # j.

2/ F est dite orthonormale si (e;, e;) = d;;, Vi,j € I, ou

d;; est le Symbole de Kronecker §; ; =0, si i # j et d;; = 1.
Autrement dit : Vi,j € [ :e; Lej,sii#jet|e] =1

Exemples 1.8
1/ La famille {(1,0), (0,1)} est orthonormale pour le produit
scalaire usuel dans R? et non pour le produit scalaire défini par

(z,y) = 21y1 + 22292, 7,y € R: 2 = (21,22) ,y = (Y1, o)

et {\/Lé (2,1), \/Lg (1, —1)} est orthonormale pour le produit scalaire

(, ) mais ne 'est pas pour le produit scalaire usuel.

2/ La base canonique de K" (K =R ou C) est orthonormale
pour le produit scalaire usuel dans K”.

Réciproquement, 1'unique produit scalaire pour lequel la base

canonique de K" est orthonormale est donné, suivant les cas K = R
n

ou K = C, par (1.4) ou (1.5). En effet, dans le cas réel, siz = > x;e;
i=1

n
ety =) yjej,ona:
j=1

(x,y) — szzyj <€i, €j> = ZZ%%(S@',J’ = Z%?ﬁ
i=1

i=1j=1 i=1 j=1

Dans le cas complexe, on reprend la méme démonstration en rem-
placant x;y; par z;z;.

Exercice 1.3 Dans chacun des cas qui suivent, dire si 'application
(, ) est un produit scalaire et dans l'affirmative, donner la norme
associée.

1/ ((z,y), (@) =z’ + 2y + 2’y + vy, (z,y),(«',y) € R%.
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(#',y)) = 222’ —ay’ — 'y +yy’, (,9), (', ¢) € R%
(2,9, 2")) = 222" + yy' + 22’ — (vy' + 2'y),
") € R3.

Norme de la convergence en moyenne quadratique dans

C([a,b], K).

La proposition suivante est indispensable pour la suite.

Proposition 1.3

Soit g une application continue et de signe constant
de [a, b] dans R, si I'intégrale f g(t)dt = 0, alors g est
identiquement nulle sur [a, b].

Démonstration.

Supposons g > 0, par exemple, et posons G(z) = faxg(t)dt
alors G'(r) = g(x) > 0, d’'ou G est croissante et G(a) = 0. Il en
résulte que pour tout x € [a, b, on a :

0<G(x) <Gb) =G(b) - Gla) = /bg(t)dt =0,

donc G = 0 sur [a, b] et par suite G' = g = 0 sur [a,b]. =

Exemples 1.9
1/ Norme associée & un produit scalaire dans C([a, b],R),
ensemble des fonctions continues d’un segment [a, b] de R dans R.
Pour f,g € C([a,b],R), on considére :

(f,9) = /f (t)dt et No(f) = Uab[f(t)]2.dtr.

(, ) est un produit scalaire dans C([a, b],R) et I'application Ny est
une norme dans C([a, b], R) appelée norme de la convergence en
moyenne quadratique dans C([a,b],R).

En effet, le produit de deux fonctions continues sur [a,b] est
continu donc intégrable sur [a,b], d’ou (f,g) — (f,g) est une ap-
plication de C([a, b],R) x C([a, b],R) dans R.



